5. STATICKI ODREDENI NOSACI. REAKCIJE | SILE U
PRESJECIMA

5.1. Metoda ¢vorova i metoda dekompozicije

Reakcije oslonaca i sile u presjecima stati¢ki odredenih nosaca mogu se odrediti
primjenom metode ¢vorova i metode dekompozicije.

U metodi ¢vorova nepoznate odredujemo iz ravnoteze ¢vorova. Za posmatrani
nosac koji sadrzi, K &vorova mozemo napisati isto toliko uslova ravnoteze X=0 i
isto toliko uslova XY=0. Za istu grupu Stapova, koja sadrzi m grupa kruto vezanih
Stapova, mozZe se napisati m uslova ravmoreze momenata XM=0. Kada sile na
krajevima Stapova izrazimo preko statiCki nezavisnih veli€ina Si, M i My (kao u
prethodnim poglavljima) dobijamo sistem od 2K+m jednalina sa isto toliko
nepoznatih stati¢kih veli¢ina reakcija oslonaca, momenata ukljeStenja, sila S i
momenata My i My. Unutradnje sile dobijamo iz uslova ravnoteze Stapova i
njihovih djelova.

Metodom dekompozicije nepoznate se odreduju iz ravnoteZze plo¢a od koji je
sastavljen posmatrani nosa€. Uklanjanjem oslonaca i ukljeStenja i rastavljanjem
zglobova dati nosa€ rastavljamo na medusobno nezavisne ploce. Plo€e su u
ravnoteZzi pod uticajem zadatog optereCenja, reakcija oslonaca, reaktivnih
momenata i sila veze u zglobovim. Za svaku plo€u moZzemo napisati 3 uslova
ravnoteze. U statiCki odredenim nosacima broj nepoznatih jednak je broju
jednacina iz kojih se one odreduju. Kada odredimo sile koje napadaju plo¢e onda
se rastavljanjem plo¢a nosac¢ rastavlja na sistem Stapova koji su medu sobom
vezani kruto (grana —sistem kruto vezanih Stapova). Za svaku granu ispisujemo 3
uslova ravnoteZze. U sistemu jednacCina za sistem grana ulaze i 3 jednacine
uslova ravnoteze plo€e kao sistema grana. U uslove ravnoteze grana reakcije i
sile veze plo€a ulaze kao poznate sile a nepoznate su sile veze u zglobovima
izmedu grana. Kada smo odredili sile veze grana onda se sile u presjeku
odreduju iz uslova ravnotezZe jednog od djelova grana na koje taj presjek dijeli
granu. Ova metoda se naziva metoda rastavljanja ili metoda dekompozicije.
Metoda Cvorova je jednostavnija jer se direktno dobijaju sile na krajevima
Stapova, dok se u metodi dekompozicije u proracun uvode i sile veze izmedu
plo¢a, odnosno, grana pa je ukupan broj nepoznatih veé nego u metodi Corova.
Medutim, prednost metode dekompozicije je Sto se umjesto jednog sistema
simultanih jednacina dobija viSe sistema jednalina sa manje nepoznatih. Koju
metodu ¢emo primijeniti zavisi od strukture nosaca. Ako se radi o sistemu sa
manjim brojem plo¢a,odnosno, grana, metoda dekompozicije je pogodnija za
primjenu, obrnuto, ako se radi o sistemu sa velikim brojem plo¢a pogodnija je
metoda Evorova.

Pune nosace, uglavnom je jednostavnije rjeSavati metodom dekompozicije. Kod
reSetkastih nosaca koji se sastoje od niza prostih Stapova, odnosno, grana,
reakcije oslonaca i sile veze izmedu plo¢a se odreduju metodom dekompozicije,
a potom se sile u Stapovima mogu racunati iz uslova ravnoteze ¢vorova.
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5.2. Nosaci koji se sastoje od jedne kinematicki krute ploce

Da bi nosac€ koji se sastoji od jedne kinematicki krute ploce bio staticki odreden,
broj staticki nepoznatih mora da bude z,+z,=3, jer se za jednu plo¢u mogu
napisati 3 uslova ravnoteze.

Prema tome mogu se napisati sliede¢e kombinacije:
Zo+z,=3+0 pr:
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Slika 2.

Na slici 2. prikazana je plo¢a koja je oslonjena u tackama a, b i c. Reakcije
oslonaca A, B i C odredujemo iz uslova da su algebarski zbirovi momenata svih
spoljasnjih sila u odnosu na tacke 1, 2 i 3 u kojima se sijeku napadne linije sila B
i C, CiAiAiB jednaki nuli. Momente rezultante opterec¢enja R u odnosu na
tacke 1, 2 i 3 oznaci¢éemo sa My, M2 i M3 a sa r,, 1y i rc 0znatavamo normalna
odstojanja tih taCaka od sila A, B i C:



Mi+Ar=0 —»4 = -0
»

a

M,—Br,=0 —»B= M, (1)

rb
M

r

c

Momenti M4, Mz i M3 su pozitivni u smjeru kazaljke na satu.

Reakcije oslonaca mogu se odrediti grafi¢ki primjenom poznatog Culman —ovog
postupka razlaganja jedne sile u tri data pravca.

Da bi sistem bio stabilan napadne linije sila A, B i C ne smiju da se sijeku u
jednoj tacki. Kada se tacke 1, 2 i 3 poklapaju sistem se nalazi u kriti€noj
konfiguraciji. Ravnoteza je tada moguc¢a samo kada sila R prolazi kroz tu tacku, s
tim Sto je proracun tih sila statiCki neodreden.

Cesto je nosa¢ koji se sastoji od jedne kinematicki krute ploée oslonjen na jedno
nepokretno i jedno pokretno leziste (slika 3). Nepokretno oslonjena tacka je a, a
tatka oslonjena na pokretno leziSte oznaCava se sa b. Rezultanta reakcija
oslonca a je sila A koja prolazi kroz tacku a i ima proizvoljan pravac u ravni.
Komponente reakcije A su Va i Ha. Reakcija oslonca b je oznatena sa B.
Reakciju B odredujemo iz uslova da je algebarski zbir momenata u odnosu na
tacku a jednak nuli, a silu Va iz uslova da je zbir momenata u odnosu na tacku 1
jednak nuli. Ako sa M, i My oznadimo momente savijanja sile R u odnosu na
tatke a i 1 (pozitivan smjer u sjeru kazaljke na satu), i sa | ozna¢imo odstojanje
tacka 11 a, ti uslovi glase:

3

M3+Crc=0 —> C = -

M1+V, =0 M,—Bl sin =0
V=St B @
[ lsin

Slika 3.

Kada je odredena sila B, sila Ha moze da se odredi iz uslova da je algebarski
zbir horizontalnih komponenti spoljasnjih sila jednak nuli:
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Ha+Hgr—B cosp=0
H.=B cosp-Hg 3)

Hr horizontalna komponenta rezultante R koja je pozitivha u smjeru pozitivne sile
Ha.
Na slici 3b prikazan je graficki postupak odredivanja reakcija A i B, razlaganje
sila na dva pravca koji se sjeku na napadnoj liniji te sile. Iz trougla sila slijedi:
4 B _C

sinaa  sinfS  siny
sz.na B.R sz.n,B 4)
siny siny
Kada je sila R paralelna sa reakcijom b tada je i reakcija A paralelna sa silom R
odnosno B. Razlazemo sile u dva paralelna pravca kako je prikazano na slici.
Izrazi za reakcije oslonaca dati su jednacinama (2):

Va=A,

M1=Mb= —RE_,R'|

M= RERI

A=R

odakle se dobija:
A= —RE_,R'
B= R@R
)

Slika 4.

Na slici 5. prikazana je plo¢a oslonjena u tackama a i b i ukljeStena u tacki c.
Reakcije A i B odredujemo iz uslova da su algebarski zbirovi horizontalnih i
vertikalnih komponenti svih sila jednaki nuli ili iz trougla sila na slici 5b, iz koga
slijede izrazi (4). Momenat ukljeStenja dobijamo iz uslova da je zbir momenata
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svih spoljasnjih sila u odnosu na tacku 1 u kojoj se sijeku napadne linije sila A i B
jednak nuli.

Specijalan slu¢aj ovog nacina oslanjanja je slu¢aj kada su oba oslonca u tezistu
ukljeStenog presjeka, tj plo¢a je nepokretno ukjeStena u tacki a (slika 6). Reakcija
oslonca mora da ima isti pravac i intenzitet a suprotan smjer u odnosu na silu R.

M.=-Rr,

_hl_
k. [
Py,

#
r

—

Slika 5. Slika 6.
5.2.1. Prosta greda

Prosta greda je nosa¢ koji se sastoji od jedne krute plo¢e oslonjene na jedno
nepokretno i jedno pokretno lezZiste Ciji je pravac oslanjanja vertikalan, slika 7.
Osnovna karakteristika ovog nosaCa je da pri vertikalnom opterecenju ima
vertikalne reakcije i da se u presjecima javljaju transverzalne sile i momenti.
AnalitiCki izrazi za rezultante su dati sa relacijama (5), dok su sile u presjecima
racunaju prema algoritmima koji se definiSu za stalno raspodijeljeno optereéenje,
za koncentrisano optereéenje i proizvoljno raspodijeljeno opterecenje.

R
a b
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5.2.2. Greda sa prepustom
Na slici 8. prikazana je greda sa jednim prepustom, i dijagrami slila usled dejstva
koncentrisane sile na prepustu.

4% 415&
IM=0= A, EM,=0 = B—]
A | B I

Slika 8.

5.2.3. Greda sa dva prepusta:

P4 P,
a b l

P,

Slika 9.

Na slici 9 dati su dijagrami sila u presjecima za gredu sa dva prepusta
opterecenu koncentrisanim silama P4 i P, na prepustima.

5.2.4. Konzola
Za konzolu datu na slici 10, reakcije nepokretnog ukljeStenja se odreduju iz

sliedecih uslova ravnoteze:
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Ry
M. ‘ i

Z
A TY=0 = V=R,
V, *X=0 = Hy=R
L4
1 L |
[ [
Slika 10.

5.3. Nosaci koji se sastoje od dvije kinematicki krute ploce

Da bi nosaci sa dvije kinematicki krute plo¢e koje su zglobno vezane bili staticki
odredeni moraju da zadovolje uslov da je:
Zotz,=4
pri €emu mogu da se naprave sljede¢e kombinacije ovog zbira (slika 11):
Zo=4 z,=0 (slike 11a, 11b)
z,=3 z,=1 (slike 11c, 11di11e)
2,=2 z,=2 (slike 11fi119)

G5 g :
Srg e
e K 3-;\/ \\x’

Slika 11.

ProraCun reakcija oslonaca, momenata ukljestenja i sile u zglobu g zavise od
rasporeda spoljasnjih elemenata po plo€ama. Kada na jednoj plo¢i imamo 3
spoljasnja elementa a na drugoj samo jedan (slika 12) onda se reakcije analiticki
sracunavaju iz sljedecih uslova:

Mg'=0 =D
2Y'=0,2X"=0 = Hg, V4
ZM4= 0 = C
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*M=0 = B
SMp= 0 ili =M= 0 ili =M' = 0ili ZMg= 0 = A

Grafi¢ko odredivanije reakcija dato je na slici 12b.

M Slika 12.

Treba uoditi, da kada je aktivho opterecenje na ploci |, tada to opterecenje
izaziva samo reakcije oslonaca A, B i C a ne izaziva reakciju oslonca D ni
komponente sile u zglobu g. Reakcije svih oslonaca i silu u zglobu g izaziva
samo ono optereéenje koje djeluje na plocu Il.

Specijalan slu€aj rasporeda oslonaca datog na slici 12 je dat na slici 13:

a l R b g lRu c
| s N I
A 4 B I, I I3 C

(a) SMg'=0 = C, EMa=0 = B, Y=0(lizM;=0) = A
a b Rl g c
A | N I
A l4 3 > I I3 CFO
(b) SMy'=0 = C=o, *M,=0 = B, zY=0(lizM.,=0) = A
Slika 13.
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Kada se nosa€ sastoji od dvije ploCe sa po dva spoljasnja elementa na svakoj
plo€i, tada se prikazani postupak odredivanja reakcija ne moze primijeniti. Nosac
koji se sastoji od dvije ploCe zglavkasto vezane, kod kojeg je svaka od ploca
oslonjena na dva nepoketna leZista naziva se nosa¢€ sa tri zgloba. 1z ravnoteze
svake ploCe osim reakcija dva spoljasnja elementa ulaze i dvije komponente sile
veze zgloba g. Sistem jednaCina ne moZe da se rjeSava sukcesivnim
rieSavanjem uslova ravnoteze prvo jedne pa druge ploce, ve¢ ih odredujemo iz
uslova ravnoteZe obije ploCe kao cjeline rjeSavanjem sistema simultanih
jednacina. Pogodnim izborom nepoznatih i ispunjavanjem uslova ravnoteze u
odredenom obliku i poretku, nepoznate, i u ovom slu¢aju, mogu da se odrede
bez odredivanja komponenti sila u zglobu. Nosac€ sa tri zgloba prikazan je na
slici 14. Usvajanjem komponenti reakcija kao na slici, reakcije se mogu sracunati
bez racunanja sile u zglobu g.

Iy
I
o
»
P
*.

Slika 14.

Pravac oslonackih zglobova a—b zaklapa sa horizontalom ugao o,. Odstojanje
oslonackih tataka u horizontalnom pravcu je L, dok se odstojanje tatake g od
prave a-b u verikalnom pravcu oznacavamo sa f. Plo¢a | optereéena je silama
Cija je rezultanta R, a ploc¢a Il opterecena je silama Cija je rezultanta R;. Reakcije
oslonaca u tatkama a i b obeljezavamo sa A i B. Komponente reakcija pri
razlaganju na horizontalan i vertikalan pravac su Vo , Ha i Vp , Hp, a pri
razlaganju na vertikalan pravac i pravac oslonackih zglobova a-b V', , H'3 i V',
H'p. Veze ovih komponenti reakcija oCigledne su sa slike 14.:

H,= H',cos o,

Va=V'at+ H'; sin o= V'3t Ha tg o

Hp= H'pcos o, (6)
Vb = V'b— H'b sin Ol = V'b— Hb tg Olo
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Sile V'3 i V', odredujemo iz uslova o nultoj vrijednosti algebarskih zbirova
momenata svih sila koje djeluju na plo€e | i Il u odnosu na tacke a i b, pri éemu je
usvojena pozitivna orijentacija momenata u smjeru kazaljke na satu. Iz tih uslova
se dobija:
=y ™
L L

Silu H'; ili silu Hy odredujemo iz uslova o nultoj vrijednosti algebarskog zbira
momenata svih sila plo¢e | u odnosu na zglob g, a silu H'y ili silu H, odredujemo
iz uslova o nultoj vrijednosti algebarskog zbira momenata svih sila ploce Il u
odnosu na zglob g. Ako sa Mg obeljezimo moment sila V', i R; u odnosu na zglob
g i smatramo da je pozitivha kada obrée u smjeru kazaljke na satu, a sa Mgy,
obeljezimo moment sila V'; i R u odnosu na zglob g i smatramo da je pozitivan
kada obrée u smjeru suprotnom smjeru kazaljke na satu. Tada je:

M 1
H! cosa, =H, =—2=
f
’ MgH
H} cosa, =H, = : (8)

Kada se odrede komponente reakcija oslonaca sile veze u zglobu g se raCunaju
iz uslova o nultoj vrijednosti algebarskih zbirova vertikalnih i horizontalnih
komponenti svih sila ploce | i ploce Il.

Zadatak mozZe da se rijesSi grafickom konstrukcijom prikazanom na slici 15.,
nepoznate reakcije odredujemo na osnovu principa superpozicije sabiranjem sila
usled opterecenja R, i sila usled opterecenja R;,.

Kada djeluje samo sila R;, tada na plo¢i Il djeluje sila B, koja ima pravac b—g, tada
reakcija oslonca a A, ima pravac a—c. Koristi se uslov da se napadne linije tri sile
sijeku se u jednoj tacki.

Kada djeluje samo sila Ry, tada na ploci | djeluje sila A, koja ima pravac a—g,
tada reakcija oslonca a By ima pravac b—d. Koristi se da napadne linije tri sile
sijeku se u jednoj tacki.

Vektorskim sabiranjem A,i A, dobijamo reakciju A, a vektorskim sabiranjem B;i
By dobijamo reakciju B. Sila G kojom plo¢a Il djeluje na plo€u | , jednaka je
rezultanti sila B i Ry, a sila -G, kojom plo¢a | djeluje na ploc¢u Il, jednaka je
rezultanti sila A i R,.
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Slika 15.

Kada je opterecenje vertikalno, slika 16., sile V', i V'p, jednake su reakcijama

ekvivalentne proste grede, pa se odreduju preko izraza:

V§=—%=Ao Vb'=Ma =B, (9)
L L

Sile H'; i H'y, medusobom su jednake i:

a=Hu,=H", Hi=Hp=H (10)
a odreduju se sa:
M M M
H =—X H' = = H'cosa =—=~
1’ fceosa
M()
H'cosa, =H = fg (11)
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Slika 16.

u kojoj je Mg, momenat savijanja ekvivalentne proste grede opterecena kao na
slici 16b.

Kada je nosac opterecen ravnoteznim optereéenjem kao na slici 17., sile V';iV'y
jednake su nuli, a sile H'; = H', = H' , odredujemo iz uslova o nultoj vrijednosti
zbira momenata sila jedne od plo¢a u odnosu na zglob g:

H'cosa =H = P% (slika 17a) H'cosa=H = % (slika 17b) (12)

Slika 17.

Nosac¢ sa tri zgloba od kojih je jedan imaginaran

Kada su dvije ploce | i Il vezane sa dva prosta Stapa, tada se prikazani postupak
odredivanja reakcija oslonaca moze primijeniti za nosac sa tri zgloba a-lg-b, od
kojih je jedan imaginaran. Imaginarni zglob Ig se dobija u presjeku napadnih linija
sila u prostim Stapovima. Za takav nosac ispisuju se sljedeéi uslovi ravnoteze:
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SM,=0, TM,=0, EIMg'=0 =M, =0, iz kojih se dobijaju vrijednosti reakcija:
R| -7

Slika 18.
MHIg
H =
*f
Va = Vot H'; sin o= V'3t Ha tg o
Vp = V'p— H'p sin o, = V'p— Hp tg o6
Sa poznatim vrijednostima reakcija ulazimo u uslove ravnoteze ploce | i Il iz kojih
se dobijaju vrijednosti sila u prostim Stapovima S1 i S;:
ZX|=0
ZY|=0
ili
>X=0
2Y=0
Slika 19.

5.3.1. Reakcije i sile u presjecima nosaca sa tri zgloba usljed stalnog
opterecenja

NosaC koji se sastoje od dvije medusobno zglavkasto vezane ploCe koje su
oslonjene na dva nepokretna leZiSta naziva se luk na tri zgloba.
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Posmatraéemo nosac kao na slici 20. Pravac oslonackih zglobova a-b nazivamo
pravac lu¢ne sile, koji sa horizontalom zaklapa ugao a,. Raspon luka je L, a
horizontalna rastojanja od zgloba g do oslonaca a i od g do oslonca b su L4 i L.
Oblik ose nosaca na tri zgloba je obi¢no lu¢ni i odreden je ordinatama y koja
predstavljaju vertikalna odstojanja tataka ose luka od pravca oslonackih
zglobova. Ugao nagiba tangente na osu luka u proizvoljnoj tacki ose obeljezen
je sa o.

Reakcije A i B razlazemo na pravce vertikala i pravac luéne sile. Kada je
opterecenje vertikalno sile V', i V', predstavljaju sile ekvivalentne proste grede.
Sile H'; i Hp su luéne sile, dok su komponente reakcija A i B vertikalne
komponente V, i V}, i horizontalne komponente (horizontalni potisci luka) H, i Hy.

| 8|St
1T { | e |
= ljll.:.l.l.‘:.ll.l.IJ.Llﬂ.l.l Th_lr_n.ELI_

’f/ __-T___ﬂ""m.
/ i figaamr
e

" ofy

Slika 20.

n L
V! =l|:2PmX§n + jp(x)x'dx]
L|m= 0

Vi = %[imem + Ep(x)xdx} (13)

m=1
Uvodimo sljedeée oznake:
Teo - tranverzalna sila ekvivalentne proste grede koja predstavlja sumu vertikalnih
sila lijevo ili desno od posmatranog presjeka (V'; i vertikalno optereéenije lijevo od
posmatranog presjeka, odnosno, V', i vertikalno opterecenje desno od
posmatranog presjeka)
M., — momenat savijanja u presjeku c ekvivalentne proste grede (suma
momenata sila V', i opterecenje lijevo od posmatranog presjeka u odnosu na
teziste posmatranog presjeka c, odnosno, sila V', i optere¢enje desno od
posmatranog presjeka u odnosu na teziste posmatranog presjeka c)
Horizontalni potisci raCunaju se primjenom obrazaca (8):

M M
H, =—2£ H, =—% 14
a f b f ( )

Ako je luk opterecen kao na slici tada je Ha=H,=H.
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Izrazi za sile u presjeku ¢ mogu da se napiSu u sljedeéem obliku:
cos(ozc —ao)

. , :
N, =-T, sina, —H cos(acc - a0)= -T,sina, —H
cosa,
(19)
. =T, cosa, —H'sinleg, —x, ) =T, cosa, —-H———>
cosa,

M,=M_, -H'y, cose, =M _, —Hy,
5.3.2. Oblik ose luénih nosaca

Zadatak nam je da odredimo oblik ose luka na tri zgloba ako nam je poznat
raspon, strijela luka f i eksplataciono opterecenje.

Racionalni oblik ose luka obezbeduje jednakost ekstremnih vrijednosti napona u
gornjim i donjim ivicama poprecnog presjeka.

Kada je zadato stalno podijeljeno opterecenje, rezultantni poligon sila prelazi u
krivu koja se naziva potporna linija. Kada je osa luka potporna linija u svim
tackama luka pojavljuje se samo normalna sila pa su naponi u svim tackama isti.

Oblik potporne linije odreduje se graficki ili analiti¢ki. 1z uslova da su momenti u
odnosu na tezista poprec¢nih presjeka usljed zadatog opterec¢enja jednaki nuli:

M, -Hy=0
M

_M, 16

Y=q (16)

ovim izrazom odredujemo ordinate ose luka. S obzirom da je momenat u g
jednak nuli slijedi:

M, =M, —Hf =0

odakle se dobija da je:

p = Moo (17)
Cf

Kada se ova relacija uvrsti u (16) dobija se:

—f
Y

g0

Zaklju€ujemo da: racionalni oblik ose luka na tri zgloba je sli¢an obliku dijagrama
savijanja ekvivalentne proste grede optere¢ene datim opterecenjem. Oblik ose
ne zavisi od intenziteta opterecenja ve¢ od zakona po kojem se to optereéenje
mijenja duz nosaca.

Kada je opterecenje jednako podijelieno momente savijanja proste grede

odredujemo:
2

L
M0=q70)r zD.R =§_§2
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